11.1

Piirretddn ympyra, piste C ja pisteen C kautta kulkevat ympyran
tangentit.

Merkitdan sivuamispisteet £ ja D. Mitataan sivuamispisteiden E ja D
etdisyydet pisteestd C.

Pisteen C etdisyys kummastakin sivuamipisteestd nayttda olevan aina yhta
suuri vaikka pistettd C siirtda.

Vastaus
Pisteen C etdisyys kaummastakin sivuamispisteestd ndyttdd aina olevan
yhté suuri.



11.2

Merkitaan keskipiste (3, 4).

Piirretddn ympyré, jonka keksipiste on (3, 4) ja sdde 2.
Merkitdan piste (7, 2).

Piirretdén pisteen (7, 2) kautta kulkevat ympyrén tangentit.
Merkitéén tangenttien ja ympyrén leikkauspisteet.

Mitataan tangenttikulman suuruus.

T

6

5

] (3,4)

3

. | 53°

] ' 7, 2)\
1

0 1 2 3 4 5 6 T

Tangenttikulman suuruus on 53°.

Vastaus
53°



11.3

Téydennetién kuvaan ympyrén keskipisteen ja tarkastelupisteen vélinen
jana CK seké tangenttien sivuamispisteisiin piirretyt sdteet. Téalloin
muodostuu kaksi suorakulmaista kolmioita.
Kuvio on symmetrinen jana CK suhteen, joten jana CK puolittaa

50°

tangenttien vélisen kulman: 5= 25°.
B
15,0 cm ‘
C
A
Ratkaistaan ympyrén sdde » suorakulmaisesta kolmiosta CKB.
tan 25° = — , , .
15,0 Kulman tangentti on vastaisen kateetin

suhde viereiseen kateettiin.
r =15,0-tan25°
~ 6,9946 (cm)
Lasketaan ympyréan pinta-ala.
A=mr? Sijoitetaan » = 6,994.
= 76,9946
~ 154 (cm?)

Ympyrén pinta-ala on 154 cm?.

Vastaus
154 ¢cm?



11.4

Piirretdén mallikuva. Nékokulma on tangenttien vilinen kulma.

Jana CA puolittaa kulman: 72° _ 36°.

2

Ratkaistaan sivun AC pituus suorakulmaisesta kolmiosta CAD.

Sini on vastaisen kateetin
. 6370
sin36° = =L~

IC suhde hypotenuusaan.

Ratkaista CAS-laskimella.
AC ~10837,3 (km)

Lasketaan satelliitin etdisyys Maan pinnasta eli janan CF' pituus.
CF =10837,3km — 6370 km = 4467,3 km =~ 4500 km

Vastaus
4500 km



11.5

Lasketaan, kuinka etédlld Kajaanista on etdisin paikka, jonka lentokoneesta
voi nidhda.

Piirretddn mallikuva. Horisontista saapuvat valonsiteet kulkevat pitkin
maapallon poikkileikkausympyrén tangenttia. Etdisyys Kajaanista (K)
etdisimpédn nakyvaan paikkaan (P) on kaaren KP pituus.

Ratkaistaan keskuskulman « suuruus suorakulmaisesta kolmiosta.
6370 _ 6370
6370 +1,7 6371,7 Kosini on viereisen kateetin
suhde hypotenuusaan.

CoOStx =

o= cos_l[ 6370 ] ~1,3236°

6371,7
Lasketaan kaaren KP pituus.
kP~ 12386 51 6370
360 b=-%_.2nr, missi
~360° ’
a ~1,3236° ja r = 6370
~ 150 (km)

Nékokenttd ulottuu 150 kilometrin pddhdn Kajaanista ja siis myos
Pohjanlahdelle 130 kilometrin paédhén.

Vastaus
Vol nihda.



11.6

Piirretddn mallikuva. Merkitdén Teiden ja Afrikan rannikon vélimatkaa eli
kaaren pituutta kirjaimella b. Maan etdisimmastd nakyvasta kohdasta
Teiden huipulle saapuvat valonsdteen kulkevat pitkin maapallon
poikkileikkausympyrén tangenttia.

6370 km

Teiden korkeus on 3718 m = 3,718 km.

Ratkaistaan kulman « suuruus suorakulmaisesta kolmiosta.
6370 _ 6370

6370+3,718  6373,718

6370 ]

CoOSx =

6373,718
~1,9571°
Lasketaan kaaren pituus b.

_1,9571° _a
b= 23255 2m- 6370 b= 5o 2m

~ 220 (km)
Teiden ja Afrikan vdlimatka on 220 km.

a = COSl[

Vastaus
220 km



11.7

Huomaa, ettd kirjan ensimmaéisisti painoksista tehtévésti puuttuu tieto
”Maapallon sdde on 6370 km”.

Piirretddn mallikuva. Merkitddn majakan korkeutta kirjaimella x.
Horisontista saapuvat valonséteet kulkevat pitkin maapallon
poikkileikkausympyran tangenttia.

Nékyvan merialueen leveys 25 km on maapallon poikkileikkausympyrin
kaaren pituus.

Sektorin kaaren pituus on 25 km. Ratkaistaan keskuskulman « suuruus.

b= o5 2mr, missd b =25 ja r=6370.
25 a5 6370 b= 300 27, missa [ 5 ja r=06370

360 Ratkaistaan CAS-laskimella.

a ~0,22487°
Ratkaistaan majakan korkeus suorakulmaisesta kolmiosta.
Kosini on viereisen kateetin

c0s0,22487° — 6370

= 6370 4 x suhde hypotenuusaan.

Ratkaistaan CAS-laskimella.
x ~ 0,049 (km)
Majakan valon tulisi olla vahintdan korkeudella 0,049 km =49 m.

Vastaus
vahintddn 49 m



11.8

Huomaa, ettd kirjan ensimmaéisisti painoksista tehtévésti puuttuu tieto
”Maapallon sdde on 6370 km”.

Merkitdan linkkitornin korkeutta kirjaimella x. Piirretddn mallikuva.
Linkkitornien vélinen etéisyys 110 km on maapallon
poikkileikkausympyran kaaren pituus. Maapallon sdde on 6370 km.

110 km
]

\J>

Kaaren pituus on 110 km. Ratkaistaan keskuskulman « suuruus.
P a . .
110 = 360° 21- 6370 _
~360°
Ratkaistaan CAS-laskimella.

-2mr, missd b =110 ja r = 6370.

a = 0,98941°
Lasketaan kulman (3 suuruus.

5= =03 _ 0.494705°
Ratkaistaan linkkitornin korkeus x suorakulmaisesta kolmiosta.

c0s0,494705° = 0370 o .
6370 + x Kosini on viereisen kateetin

suhde hypotenuusaan.
Ratkaistaan CAS-laskimella.
x ~ 0,24 (km)
Tornien korkeus tiytyy olla vahintddan 0,24 km = 240 km.

Vastaus
véahintddan 240 m



11.9

a) Viite on epétosi. Kehilld olevan pisteen kautta voidaan piirtda
ympyrélle vain yksi tangentti.

b) Viite on epétosi. Ympyrén sisélld olevan pisteen kautta ei voida piirtad
ympyrélle yhtdkdan tangenttia.

¢) Viite on tosi. Tangentti ja sivuamispisteeseen piirretty sdde ovat aina
kohtisuorassa toisiaan vastaan.

d) Viite on tosi.

Kolmion kulmien summa on 180°, joten kuvan nelikulmion 4AECD
kulmien summa on 360°. Koska tangentin ja siteen vilinen kulma on
90°, on kulmien 4 ja C summa 360° —90° —90° = 180°.

Vastaus
a) epitosi b) epétosi
¢) tosi d) tosi



11.10

Piirretddn mallikuva. Mainoksen leveys 2,6 m on kaaren pituus b.
1,8 m
2
lyhinté etdisyyttd, josta hdn voi ndhda koko mainoksen.

(7

—

Ratkaistaan kaarta vastaavan keskuskulman « suuruus.

Mainostelineen side on = 0,9 m. Merkitdén kirjaimella x katsojan

b= 3300 - 2mr Sijoitetaan b= 2,6 ja r =0,9.
2,6 = 3200 -21-0,9  Ratkaistaan CAS-laskimella

a ~165,52°
Jana tangenttien leikkauspisteestd ympyran keskipisteeseen puolittaa
eskuskulman: (= 165,52° = 82,760°.

2
Ratkaistaan katsojan etdisyys x mainostolpasta.

cos(82,760°) =0 (9)’_?_ 5 Ratkaistaan CAS-laskimella.
x =~ 6,2 (m)

Julisteen ndkee kokonaan noin 6,2 metrin etdisyydeltd, joten sitd ei voi
nihdi kokonaan 4 metrin etdisyydelta.

Vastaus
Ei voi.



11.11

a) Piirretidén geometriaohjelmalla jokin ympyrd. Merkitddn ympyran
kehélle piste B. Piirretddn 120°:n kulma, jonka karki on ympyrén
keskipisteessid A.

Piirretddn ympyrélle tangentit pisteisiin B ja B'.
Merkitdan tangenttien leikkauspiste C.
Mitataan tangenttikulman C suuruus.

Tangenttikulman suuruus on 60°.
b) Mitataan tangenttien leikkauspisteen ja ympyran keskipisteen valinen
etdisyys.
Mallikuvan tapauksessa 4C =~ 2,82.
Mitataan ympyra side.
Mallikuvan tapauksessa AB = 1,41
Lasketaan janojen AC ja AB pituuksien suhde.
2,82 )
1,41
Kysytty suhde on siis 2 : 1.

Vastaus
a) Tangenttikulman suuruus on 60°.
b) Mitatun etdisyyden ja siteen suhde on 2 : 1.



11.12

Ympyrin keskipisteestd tangenttien leikkauspisteeseen piirretty jana
50° °
=25°.

puolittaa tangenttien vailisen kulman: >

Ratkaistaan ympyrén sdde » suorakulmaisesta kolmiosta.

Kulman sini on vastaisen kateetin
sin25° = #13’3 suhde hypotenuusaan.
Ratkaistaan yhtélo CAS-laskimella.
r=~9,7 (cm)
Ympyréin sdde on 9,7 cm.

Vastaus
9,7 cm



11.13

Lasketaan, kuinka etdalld Helsingistd on etdisin paikka, jonka satelliitista
voi nidhda.

Piirretddn mallikuva. Horisontista saapuvat ldhetysignaalit kulkevat pitkin
maapallon poikkileikkausympyrén tangenttia. Etdisyys Helsingistd (H)
etdisimpédn nakyvaidn paikkaan (C) on kaaren pituus b.

Ratkaistaan keskuskulman « suuruus suorakulmaisesta kolmiosta.

6370 _ 6370
6370 +450 6820 Kosini on viereisen kateetin
suhde hypotenuusaan.

CoStx =

— cos—1[0370] o o
« = CoS (6820)~20,930

Lasketaan kaaren b pituus.

_20,930°
b= e 2m- 6370

~ 2300 (km)

Lahetysalue ulottuu 2300 km:n pédhén.

Vastaus
2300 km



11.14

Huomaa, ettd kirjan ensimmaéisisti painoksista tehtévésti puuttuu tieto
”Maapallon sdde on 6370 km”.

Manner-Suomi nékyy pisteestd C, jos tangenttien rajoittaman kaaren DE
pituus on véhintddn Manner-Suomen pituus 1160 km.

C

Kulmaa « vastaavan kaaren pituus on puolet kaaren DE
1160 km

pituudesta: = 580 km. Ratkaistaan kulman « suuruus.
. le% . oo o _ . P
b= 360° 2nr Sijoitetaan b = 580 ja r = 6370.
580 = ﬁ -2m- 6370 Ratkaistaan CAS-laskimella.
o~ 5,2169°

Merkitéén pisteen C etdisyyttd maanpinnasta kirjaimella x. Ratkaistaan
etdisyys suorakulmaisesyta kolmiosta ADC.
Kosini on vieresen kateetin

c0s5,2169° = —_0370

= 6370 + x suhde hypotenuusaan.

Ratkaistaan CAS-laskimella.
x = 26,497 (km)
On noustava vahintddn 27 km:n korkeudelle.

Vastaus
vahintddn 27 km:n korkeudelle



11.15

Piirretdédn jana kiinteéllé pituudella, joka on yksi.
Piirretddn sdinnollinen monikulmio, jonka yhtend sivuna on piirretty jana,
ja kérkien lukumaéra on 4.

1
Piirretddn nelion yhdelle sivulle puoliympyri.

1
Piirretddn ympyrélle tangentti, joka kulkee nelién vasemman ylikéarjen
kautta. Merkitdan tangentin ja nelion sivun leikkauspiste. Mitataan
tangentista nelion sisdén jddvéin osan pituus.
(Pituuden voit mitata piirtdimalld janan ja mittaamalla sen pituuden, tai

mittaamalla pisteiden vélisen etdisyyden.)
D

DE = 1.25
1.25

1 1
Tangentista nelion sisélle jadvin osan pituus x = 1,25.

Vastaus
x=1,25



11.16

Piirretdan mallikuva.

Kuvan kolmiot ovat yhdenmuotoiset kk-lauseen perusteella:
e Kolmioilla on yhteinen kulma.
e Molemmissa kolmioissa on suora kulma.

Muodostetaan verrantoyhtdlo ja ratkaistaan janan PA pituus.

P4 _
PA+3+7

PA=

Ratkaistaan CAS-laskimella.

=175

Pisteen P etdisyys pienemmén ympyrén keskipisteestd on P4 =7,5.

Pisteen P etidisyys isomman ympyran keskipisteestd on
PB=754+34+7=17,5.

Vastaus
17,5



11.17

Piirretddn mallikuva. Etiketti nékyy pisteestd A, jos tangenttien rajoittaman
kaaren pituus on vahintddn etiketin leveys 12,3 cm. Merkitdan
katseluetdisyyttd kirjaimella x.

Pullon ympérysmitta on 26,4 cm. Ratkaistaan pullon séde 7.

p=2tr Sijoitetaan p = 26,4.
26,4 =2%-r Ratkaistaan CAS-laskimella.

r~4,2017 (cm)
Kaaren CD pituus on puolet etiketin leveydesté: 12’3% =6,15 cm.
Ratkaistaan keskuskulman « suuruus.

b= 3300 2mr Sijoitetetaan b = 6,15 ja r &~ 4,2017.
6,15 ~ 3200 -2w-4,2017 Ratkaistaan CAS-laskimella.

o ~ 83,863°

Ratkaistaan etdisyys x suorakulmaisesta kolmiosta ABC.
Kosini on viereisen kateetin

c0s83,863° = — 12017

T 4,2017 +x suhde hypotenuusaan.

Ratkaistaan CAS-laskimella.
x =~ 35,101 (cm)

Pullon tulee olla vahintddn 35,1 cm:n etdisyydelld silmésta.

Vastaus
35,1 cm:n etdisyydella



11.18

Piirretddn mallikuva. Avaruusasema on horisontin yldpuolella, kun se on
pisteeseen P piirretyn tangentin ylapuolella.

Ratkaistaan maapallon séde 7.
p=2mr Sijoitetaan p = 40 000.

40000 =2w-r Ratkaistaan CAS-laskimella.
r = 6366,198 (km)
Ratkaistaan kulma o suorakulmaisesta kolmiosta.

6366,198 Kosini on viereisen kateetin
e 6366,198 1+ 360 suhde hypotenuusaan.
o cos—l[ 6366,198 ]
6366,198 4+ 360
~ 18,830°

Tangentin yldpuolella olevaa lentoradan kaarta vastaava keskuskulma
on 2a. Koko kierrosta vastaa tiysi kulma 360°. Kiertoaika maapallon
ympéri on 92 minuuttia.
Lasketaan aika, jonka satelliitti on horisontin ylépuolella.

2-18,830°

360° 92 min ~ 9,6 min

Vastaus
9,6 min



11.19

Piirretdén mallikuva. Helsingissé sijaitsevan linkkitornin korkeus on
146 m = 0,146 km. Merkitddn Tallinnassa mitattua korkeutta kirjaimella x.

Maapallon ympérysmitta on 40 000 km. Ratkaistaan maapallon séde r.
p=2mr Sijoitetaan p = 40 000.

40000 =2n-r

7~ 6366,198 (m)
Kaaren TH pituus on Helsingin ja Tallinnan vélinen etdisyys 85 km.
Ratkaistaan kaarta vastaavan keskuskulman « + 3 =~ suuruus.

b= 3g0° 2ner Sijoitetaan b =85 ja r ~ 6366,198.
85 = ﬁ -2m-6366,198 Ratkaistaan CAS-laskimella.

v~ 0,76500°
Ratkaistaan kulman « suuruus suorakulmaisesta kolmiosta OEA.
6366,198 _ 6366,198
6366,198 4+ 0,146 = 6366,344
o = cos! 6366,198
o 6366,344

Lasketaan kulman ( suuruus.
8~ 0,76500° — 0,38803° = 0,37697°

Ratkaistaan janan x pituus suorakulmaisesta kolmiosta OFEB.
o 6366,198 . el
¢0s0,37697° = 76366,198 g Ratkaistaan CAS-laskimella.
x = 0,13779 (km)
Tallinnasta tornin huippu voidaan néhda paikalta, jonka korkeus on
0,13779 km = 137,79 m =~ 138 m.

Vastaus 138 m

cos =

] ~ 0,38803°



11.20

a) Piirretddn mallikuva.
Nékokulma on tangenttien vélinen kulma. Piste B on Maan pinnalla
oleva katselupiste. Merkitdéin Maan pinnan etisyyttd Kuun pinnasta

052" _ 4 2¢°.

kirjaimella x. Jana AB puolittaa ndkékulman:

2

Ratkaistaan etdisyys x suorakulmaisesta kolmiosta.

Sini on vastaisen kateetin
. o 1740
sin0,26° = 111740 suhde hypotenuusaan.
Ratkaistaan CAS-laskimella.
x ~ 382000 (km)

Matka Maan pinnalta Kuun pinnalle on 382 000 km.



6,6 cm
2
Merkitdan katselupisteen etdisyyttd tennispallon pinnasta kirjaimella y.

b) Piirretddn mallikuva. Tennispallon sdde on =3,3cm.

Ratkaistaan etdisyys y suorakulmaisesta kolmiosta.

Sini on vastaisen kateetin
3,3
y+3,3

sin0,26° = suhde hypotenuusaan.
Ratkaistaan CAS-laskimella.

y & 720 (cm)
Katseluetdisyys on 720 cm = 7,2 m.
Vastaus

a) 382 000 km
b) 7,2 m



11.21

Piirretdédn keskimméinen ympyré ja ympaérilld olevista kahdeksasta
ympyrastd kaksi.

Ympdrilld on kahdeksan ympyréé, joten ison ympyréan keskipisteesti
pienten ympyroiden keskipisteisiin piirretyt janat jakavat tdyden kulman

360° kahdeksaan yhti suureen osaan: %00 =45°.

45°
2
Ratkaistaan pienemmén ympyrén sdde R suorakulmaisesta kolmiosta.

Kuvaan merkitty kulma on puolet téstd kulmasta: o = =22,5°

sin22,5° = R Ratkaistaan CAS-laskimella.

~ 10+R
R ~ 6,20 (cm)

Ympirdivien ympyrdiden sdde on 6,20 cm.

Vastaus
6,20 cm
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